Discontinuous Galerkin methods for the time-domain Maxwell's equations by Hesthaven, J. S. & Warburton, T.
  	














         ! "








   	 
   	   	
 	       
    		 	     	
	           
  !  	  
  	

   	 		 		   		 
	   !  "#$%  
&  	 '	()* +	
	          	& & 	
 
& '	()* +	   	 , 		  	




 -	 (  	-
 "#. #/%
0 )   	 )
 	 	     	
 
 	
 &   #  		 
   	  
 )	
  
 & 	   &  
  
        	  
 & 	 
  
   &  		 	  
 ( & ,  	 	    	
  	 	 	
&  &   		    & & 
 
 		& "/% 	 &    "#/ 1.% 	
 & &	    "1/ 2%   	 
"13% 4 + 	 
 	   "#. #/% '  
 )
 	
  	 	  	 	  
	    	 	 	 	 	   

   	
 	& ) ( &  	      

"##%5   "1$ #2%   	   	  #
 		 	         
 
  		 	 Æ &  	& 	 6' 		  
&  )     		      
&  	
 
  		 )
  	&  

    	 	 && 	 	 & 	 
+ 	   Æ 	 		 +   	& 	 76'




 & 	 &  	 ) 
 )	
& 	 ) 	  		 	 	  &	 
	 	  #  		  "#1%  	 	& 	
	  		  		    + 	
	    	 (  	     	
    	 	 ( 	 8
		  
  	 &  + 	 
 	9   Æ 		 ) 	& 	 	 & 	
	   
& )	
	   &	 ( 
	   
  	  5:	 
";% 	 Æ 	 		 )	  &  	 	  	
& 	 		 "< 1= 11 1#% 	 	
  )	  
&  
		 ) 		 &  , 	  & 
	  		   +  		 	9  	  
( 
,  )& ) 
 	  	   9  
 	 	      	  	 	
 ( 	      	  )
 	 ( 	
  	 &
 	     		   		 	 
    &   
 	  &
		 Æ 	 ( 		 	 	  &	 
	 	  & +	  +	 	 	
'  )   ( ,  	  ) 	  &	8	
	     )	  )  	 	  	
	
   	
> 	 )	  	&  	   
& '	()*


















  "= 	% ? @ 
 1!
  )   	  	 	
   ) :67 
	  
 
= ! ? 
 
	 ! ? = A	8	     	
& 	& 	  	 	&)	









     	































  9)   -( 	  		 

 	 ) 	 	  	   @ ? "= 	%  & 
 
	&  	 


































 	   " 1 1%  	 		   & #
, 	   D  ) 	 	 	    











































































F	 	 &  	 	  		 &	 ) (  	






































! 	  (	


























































































































   















 	 ) 	 	 )	  )  
		
 E	&	& 	 ,  	 	  	  	 	
	 	 )	  &  )
 	 ) 	   
	
		&   		  	  &	8  &  	 &	
  & 
 	
 	      ) + 	 	 	 
  )  


   6+1! 
	   )& )	
  "= 
 
 



























!  ? = 

 	  &8 	 	 A	9 		 	   	  

















































)  	 &8 	  )	9 A	9  
G
  	 )	
& 	 
 )   	 	  	9  
	








    )  &8 	 ) &&  )






  & 1  	   )
) 	
 )  	 )   )   	 	   )

















   	  	  
 
    && 
  	 
	      	 )   
  ,  	  		  	    	   
	 -( )    & 	 	 )  
 &	 
  	 -(    & 	     


















































  	  	 	 B!   		 Æ 	








































































	  	 	 	( 	  	( H  		 	
   	&  	 	  	  	    	 	&
	       
K&  		 	( I  	































)  	 &	 	    +		   &  
 &	 	
0 )& )  	        	
-( 

 >  -(    &  	   	 &	
   	 	 	
4 		   	  &      
(	   	   ) &  & >  	 -(





















		&       	 & 
	 )

 &	 	!  	 ) -(    
 
	 -(  	9 	
		&   	 	 '	()* +	 	&	
)	
 	 	 	 	   	 	)	  ) )	 	








































  	 L   









































7& 6+#! )  ) -( 6+;! 	     	(
	 	










































































































































! 	  
  	 9)     	 	


	 HC1 & *  
 > "  %

  
		  )	   
	9 	  ? 
 '

  	  	  
 	 	9&  
  (    	   	 

	 		 	  	 	& 	   	  	 	
	 	  	 	  	(
    	  	 
	(	(! 	 ) 	  	&)	   	 
& 	
6+	 .!/!   	  	 	   	













	 9) 	  &     &      	
  
 &&  	  	 

























    &	 &  









         

   & 
	   )
	
 
&    	 &) 	  	   	
 &) 	 	 	 ) 	& 
 &&  	
		&    ) &	     
&	 &  	 ) 	 
 )  		   	9&  	
  &  &	 








    	   	 	 +	  	  

& 	 
	    ) 	 	  & 	 		 .











































































) 7E &  1! 	 M  


 	  	   	
      
 	  	 	 	
   " 1 1%  ) )  	&













































    	 	   	  	   	      	 	
	
 	 	
   			 	    
	   	   
	 	
		
		  	 	     			  	 
, & # ) 	  		     	  ? 1 &
     	 &
  6+2    ? 

 	&
 & 8! 	  	&  	 	 ! 
&  	

, & # ) 	 	  
  		   
  
		 )  	
 
 	 && 	   	 )   	 )
 &		 	 	& 	 	&    +
 E&  &	  




 	 	 	   
	      	 
& 	  	  & 
 	 ) 	    )&  		   

  	  &	8 ) 	 	&  
+& 	   & 	 
 ( 	
&
    
  	 
	   	  	
  (
 )   ! 	   	
 	& )	 , 
)& ) 	 &&  &	 		    	 	 

















































! 	 (	&   	     ' 









 ? = 








  	 )	 & 	 

    
 9  )  	 	  	 
 	  	 	  	)   &    &	 
( &     Æ    
(   	 		
   & -( ) 	 	  	 	 @
	     		   

 & 	&  +			 
	  	 	   &    	 &
	 		 & )	   	 	  	
 & 	& )
		5	 	
)&  	 		   	 	 )  	 
 

 )  9 	 &	 	 	 







   +			     	 
 (   	 	 E     
	  	& ) 	 	  	     & -(
  8& (&  5 
 & &	 )	
	 	  (& 		
 	&





) 	     	 9)        	
	 	(	  + )  	  )   
&  &    
 (   	 	
>    	 	 ) 	 	  (  	 	&







   !"	  
 
  	 	  
#		 




 	  	  
 
 		 	&  

 >&   	  

 	& 


























  ; 
   

	  !   	  	  




    	 ) 	  
   	&   & 
	
 	 ) 	  
	 ) 	  		  		 > 	 
	  	9  	
 		  		 !   	 	  	 	& 	&  


 	 	 	 &
  "< 1=% 	  	 	 &	8	   
	 	
    	    	& 	 
  	
  	   	)&     ) 	

+ E	&	& 	    1< 	    "3%  	 (	
 &   	 	& 	    	&  & 	  
	 E& A	 E	  	    # > ) (	
 )  &   9 9 	 )  & ;













































































  E& 	 	     	 	
 	  	  	 )
  	 		 )	  
&5
		&  	 	 	 )	  &  	   
    /!
  	 	 	  	 	  	 	 ) 	
 		 	( I 	   	 &	 (	 	   
	 	    	

  
  	 ) 	  	 ) 	   






C    ! ? = 
) B   		    ;
   	   !  -( 
	      ) 	8	     














































































































 ) (	  	  	   
	 	  	 	 -(  	    	
	&  
) -( )  ) -( 	  
   &	 	
(
G
























































































































































!    & 








   	  	&	    	&




!   	 		
		 	 !

  	 		  		 
 
6+3!
'  )	 	   	
 		 (	   	
	 & '











































































)  ?  ! 	  	 	     K&  	























)  	( Æ 	 	    	& &
 
6+3!
 	  ) 6+.!/! 	 6+1#!     	( 































) &! 	      	 	9  ; &



































!   	 E	&	& 	 	   & 


























!    	 &  





!   +  
	 , ) )   F

 	  C 1!    	 	












    	 	   	 			 
 $%&' 			( 	
  
	 	 	
)* 	     +' 	 
	 ,   	
































   		 		 ) 	&  & &   		
















7	     	   	    		 
	 )  & )&
     +	 6+ 1# 	  	
	   &
 .  F&D	    	












)    	 & &   
   !"#
,  )& ) 	  	 ) (	  ) 	 	
  	    
		 	 
	    '	
 (	 & 	 	9 	 
 	& 	 		 	
   "11 1# 1.%
> 	  	 		 (	 )  	 )	
 ' 	&  	















  	 )	 	  	

 	 	 )* 	     +' 	 
	 
   	  	 	

		 &  (	    </=  	 	 & 	
	  "$%  & 	 ) 	 	 	  

 )  & .
 	  		    )     

	 	 
   	&    	 )  & /  / 
	  ? /  	 31=   )	
&   
(	 
& 	 (   	 	 	   (
	   &  	 	  )   
) )  	(	 
> 	 &  	&& 	&  )	  	 ) 
	 )	
 ' 	&  	 *:		* 	 	   & 
	& 	(	 ;3==  	 	 	  

  ) 
& 2  	 		 	 )    	 	  	
	 "#/%  	 	  	 	  	  	 
	  )	 	
		
 	&    	
 	 9) (	   	
 		     )   
&   	
		   F7! , & $ ) )   F7 	 & ;
   	(	 	 &&& 
&  (	 
 	  	  
 &	   	 &&  	
-(  	  & 	 &    	 &	 &  	
&
   		 & 	  &   &	 &
 	 	 	 +    	& 		   	& 
	   	(	  	 	  	 
&     
&	 	
		&  	 -(   	  	  &	
	 		 ) & &	  &  
	    &	     ) 	 	 	
> 	 	 (	 )   	  &+  	 " 1 1%
	
:67 	    	    	 	
& 	 		 
) ( 	  	 + 0 & 	  	  	 
  
  	 	   	 			 
 $-.'' 			( 	
  
	 	 	
)* 	   / 	
 	 
	 ,   	

   	  ,
/		 *	
 0	 $/*0(  	
  		 	  

	  	    











NC C   # 

 
    &   ) #32 		 	  .  	
	
	  	   #/= 		    	 )
 & 3
   & 3    	   &+ 	
  	 && 	 	 	 +  (  #=  ) 

   )	




 & 	 / &   &    ./   )	
&
	 	&  ( 	  	 &   
 )
& 	 	 &
$ 	%   &'
  		 (     	
    
	 '	()* +	 > ) 	
    	 (	 
 
    	  , 	 &&  )  
  & )   )	 	   
	   	  4   "<% 	  &	 	 	
 	  	 	  	   	  
	 -(  		 &
  6+ 11!   )   	 
 	( )    	 	 	  	  &	  	 
)    	 ) 	  (	  	  	














   1 234$
( 	
  / 	
 	 









  A	9 	    	    

  
&  	    	&  		  
)  	 &	 &&   	




		 ) 	 	(	  
&
  "1#%   & 	 	 





	   	   & & ) 	 )  
	
  & 	  .  F&D	  )
  	 	
  	 	  &	   	  & 	   "#%
4 	 (  	 ) 	  & 	 (
 "1% 	 ) 	 ) 	&  "1<%
  &	    	
   
&  	
'	()* +	  	 	 )  	 	 	  
 
   +	  	   
 &
	 
B   		 	    "1; 12% & 	  
  	 	
  )	  	  &	  A	9
		  
& '	()* +	   + 	 	
( 

	  	% 
, 	       	   	   
	 	 
   A	9   
& 
	 '	()* +	 > ) 	
    	
 	
 	 
 )  	  	
 	&)	 	 & 
	& ) 	 -( Æ 		 	 
'	  (	 	 
		 	       
 	  	

   (	 	 		
	 	  	& 	 	 (	 	 (   	 
	 	  	   	&	 	 &		
ω










  	 5	   
	 		  &'' 	







	 			 	 	
 	 	 	 	 
	









;: :   +




  	 	 
 	   +
)
 	 ) 	 9) 	 		 &    	&  ) 
  	& 	 ) 	    )    	
)	 
   	&  '		 	 ) 	9  
	
		   	  9    	 	 	 
    	  ) 	  	 	   		




   	( F 	 ) 	   	(   Æ
    	  	  	 	 
  	 
  
 	 (	    	      
     & &	 	 &




   	&  	

)&
 )9    )	 	   H  	  '==$.#/$
& 	 H 7	 >)	  >F4  	  >> 1<=11=2;1 
>4F  	 ><//==.1==$# 	   > : 	 	
& 	 	 F	 )  )	 		   H 
	 ,F=;#.<11 &  		K
 F	 :&	 	 
>F4  	  >> 1<=;1=1.2


    	
 	   		    	
  
 ,4,)*'%+  ,4, 0	 2		 3		 <, %% 
+     
	  	 	  
	  
     +
 *=) 3			  5
 > 1
+''- < == ..-..
-  	 	      ! "  #$
  %& ? 4 3 
$+''(  6-+
   	   	   '  $     ! "
  "() *+ ? 3 / $+'' (  &..'
&   
!    	   
	 #$ #  " 
"(), *+  #-(  ? 3 / $+''(  -%.'
       .  #$ # =!!! ) ,	 /
$%%'(  6.%
6  "
# 	  
	 . 
) .(' /&     
  0' #1 # #-&' #  *( 
   ' @	 * +'' A  	
.   
	   *  . - 
   %' -
   -( 4=,* ?  	 , 	$%%.(  &&6
%   
	 	   $

% & - "  #$ )  
 ) 2  3 *	
 , *	 ! 	$%%%(  --.
'   
	 	   	" & - "   * 4=,*
? 4 3 $+'''(  +-&++-.'
   
	 	  
	  
 "  2 3 3
    "(), *+ ? 3 / $+''+(  - 
+   
	 	  
	  . "   *
 3 *
	 ! 4 +''- A  	
-   
	 	  
	   
   ! "
  "() *$ %& / ) 2 4 0
 , +'' A  	
    
	  . "    #- *
1 . $) ,
 = !	 /   &%+-
& & %%	       "() *+   

# =!!! )  	 4 $%.-(   &.% &%
 ' 
	 ( '"  	% 	   
)

*  %' " 
 4  "() *+ 4=,* ?  	 , +'' A  	
6    	    * "  * ? @	 B 4 = %%-
. $ "	  +%  ,#	 	 $      
  "  #$  =!!! ) ,	 / $%%+(  -&6-
%   		 	    	
 .$    #$
  *+ ,  	 * $+''-(  -%.
+'  	!	 )$& .   #  %'  C)	
 
 ,  4	 5C 2, ,D	 	
 ,
	 /	 %6&   -& %&
+  -  	  -%" #-  . "     '-
& %& )	 $%6+(  %%+&
++    ##	 . 	 	   %% #-  * 





  %' 37 /  ,	 *	
4	 /
		 2= %-%
+   +% #- *'3       "
,	 E	 1 %%&
+&  +% /01 .$  #- *'1     
  " ,F	 E	 1 %%.
+  .%  

2 	  #%   * "  *1
.5 ")$ #   .-- =!!! /	 %%.
+6   3 
    0' / %& $$ "() *+
  - " =!!! ) ,	 / $%(  -'+-'6
